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不确定时滞广义系统的 H∞保性能控制

胡南辉 , 　金朝永 , 　陈德银
(广东工业大学 应用数学学院 , 广东 广州 510006)

摘　要:针对一类具有范数有界不确定性的连续时滞广义系统 ,采用线性矩阵不等式处理方法 ,研

究了具有鲁棒 H∞性能的保性能控制问题 ,并给出了问题可解的一个充分条件和 H∞保性能控制器

的设计 ,使得闭环系统不仅对于容许的参数不确性保持正则 、稳定 、无脉冲 ,而且能保证闭环系统的

二次性能指标具有某一个上界以及给定的 H∞性能 γ。进一步 ,通过求解一个凸优化问题 ,给出了

系统的 H∞最优保性能控制器的设计方法。算例和仿真结果表明该方法的正确性和可行性。
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Abstract:ThedesignofrobustH∞ guaranteedcostcontrollerwasstudiedforaclassofnormboundedun-

certainsingularsystems.Basedonthelinearmatrixinequalities(LMI)approach, asufficientconditionis

presentedfortheexistenceofH∞ guaranteedcostcontroller.Theclose-loopsystemsatisfiesagivenatten-

uationdisturbanceH∞ performanceγ, providesaguaranteedcostandkeTIFregular, causalandstablefor

alladmissibleuncertainties.Onthisbasis, thedesignproblemoftheoptimalH∞ guaranteedcostcontrol-

lerforthesystemsisformulatedasaconvexoptimizationproblem, whichcanbesolvedbytheexisting

convexoptimizationtechniques.Finally, anumericalexampleispresentedtoillustratethefeasibilityand

validityofthisapproach.
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1　引　言

时滞和不确定性广泛存在于各类的工业系统

中 ,如通信系统 、电力系统 、化工过程等。时滞和不

确定性的存在往往使得控制系统达不到满意的性能

甚至不能保证控制系统的稳定性 。随着研究的深

入 ,由于广义系统具有更广泛的适应性 ,因此 ,不确

定时滞广义系统的控制问题引起人们的广泛注意。

文献 [ 1]通过研究系统的广义二次稳定和广义二次

能稳定解决了不确定时滞广义系统的鲁棒稳定性和

鲁棒镇定问题 。文献 [ 2]则研究了不确定广义时滞

系统的保性能控制问题 ,并给出了控制器存在的一
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个充分条件 。实际存在于现实系统的大量不确定因

素以及外部干扰 ,使得在控制系统设计中必须同时

考虑闭环系统的鲁棒性和抗干扰能力 ,也就是说要

实现控制系统的多目标设计。其中一种有效的方法

就是不确定系统的 H∞保性能控制方法
[ 3-7]

。文献

[ 5, 6]研究了两类不同广义系统的 H∞保性能控制

问题 ,但都没有涉及时滞问题。

本文基于线性矩阵不等式(LMI)方法 ,把保性能

控制和 H∞控制的优点运用到具有状态时滞的不确定

广义系统的鲁棒性研究中 ,研究了使闭环系统具有良

好的动态性能 ,给出了控制器存在的一个充分条件和

可保性能指标 ,控制器可由线性矩阵不等式求解 ,应

用方便 ,最后用数值例子说明方法的有效性 。

2　问题描述

考虑以下线性系统:

Ex﹒(t)=(A+ΔA)x(t)+(Ad+ΔAd)x(t-d1(t))+

　　　　Bu(t)+B1ω(t)+Bdu(t-d2(t)),

z(t)=Cx(t)+Cdx(t-d1(t))+Du(t)+

　　　Ddu(t-d2(t))+B2ω(t)。

(1)

其中 , x(t)∈ R
n
, u(t)∈ R

p
分别是系统的状态向量

和控制输入向量;ω(t)∈ R
q
是平方可积的外部干

扰;z(t)∈ R
m
是系统的输出;E∈ R

n×n
且 rankE=

r<n;A, Ad, B, B1 , B2 , Bd, C, Cd, D, Dd是适当维数

的已知常数矩阵;di(t)(i=1 , 2)是系统的时间延

迟 ,满足

0≤di(t)≤+∞, d
·

i(t)≤βi<1, i=1, 2。 (2)

ΔA, ΔAd是适当维数的不确定矩阵函数 ,表示系统

模型中的参数不确定性。假定所考虑的参数不确定

是范数有界的 ,并具有以下形式:

ΔB ΔAd =D1F(t)[ E1 E2 ] 。 (3)

其中:D1 , E1 , E2是适当维数的已知常数矩阵 ,反映

了不确定性的结构信息;F(t)∈ R
j×k
是满足 F

T
(t)

F(t)≤I的不确定参数矩阵 ,它可以是时变的 。

由于 rankE=r<n,为不失一般性 ,假定广义系

统(1)中的矩阵 E具有如下形式:

E=
Ir 0

0 0
(4)

其中:Ir是 r阶单位阵。系统的初始条件为(x(0),

x(t))=(x0 , φ(t)), t<0。

对系统(1),选取性能指标函数

J=∫
∞

0
[ x
T
(t)R1x(t)+u

T
(t)R2u(t)] dt, (5)

其中 , R1 >0, R2 >0为给定的对称正定加权矩阵。

关于系统(1)的 H∞保性能鲁棒控制器 ,由文献 [ 7]

可以引进如下定义 。

定义 　对于系统(1)和性能指标(5)以及平方

可积的外部干扰 ω(t),如果存在一个控制器

u(t)=Kx(t), K∈ R
m×n

(6)

使得对所允许的不确定性 ,闭环系统

Ex﹒(t)=A1x(t)+A2x(t-d1(t))+

　　　　BdKx(t-d2(t))+B1ω(t),

z(t)=(C+DK)x(t)+Cdx(t-d1(t))+

　　　 DdKx(t-d2(t))+B2ω(t)。

(7)

其中

A1 =A+BK+ΔA=A+BK+D1F(t)E1 ,

A2 =Ad+ΔAd =Ad+D1F(t)E2 ,

具有以下性质:

1)当外部干扰为零(即 ω(t)=0时),系统稳

定 、正则 、无脉冲模;

2)当系统为零初值时 , ‖z(t)‖ 2 ≤γ‖ω(t)‖ 2 ,

这里 γ>0为给定的 H∞性能;

3)性能指标 J存在上确界。

则称系统(1)为 H∞保性能广义系统 ,式(5)为

系统的状态反馈 H∞保性能控制器。

引理 1
[ 2]
　假设系统(1)在零干扰情况下正

则 、无脉冲 ,则系统(1)的解在 [ 0, +∞)上存在唯

一解 ,且无脉冲 。

由文献 [ 2]中定理 1 ,得到引理 2。

引理 2
[ 8]
　系统(7)在零干扰情况下是正则 、

无脉冲且稳定的 ,如果存在矩阵 P和矩阵 Q1 >0,

Q2 >0,使得以下两个不等式成立 ,即

E
T
P=P

T
E≥ 0,

P
T
A1 +A

T
1P+

1
1 -β1

P
T
A2Q

-1
1 A

T
2P+

　　　　　 1
1 -β2

P
T
BdKQ

-1
2 K

T
B
T
dP+Q1 +Q2 <0。

引理 3
[ 9]
　给定矩阵 Y1 =Y

T
1 ,以及适当维数矩

阵 Y2和 Y3 ,则不等式 Y1 +Y2FY3 +Y
T
3F
T
Y
T
2 <0对

所有满足 F
T
(t)F(t)≤I的矩阵 F成立 ,当且仅当

存在一个常数 ε>0,使得 Y1 +εY2Y
T
2 +ε

-1
Y
T
3Y3 <

0成立 。

3　主要结果

定理 1　给定常数 γ>0,对于不确定性广义闭

环系统(7)和不确定性矩阵(3)以及性能指标(5),
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如果存在矩阵 Q1 >0, Q2 >0及可逆矩阵 P∈ R
n×n
使

得不等式

E
T
P=P

T
E≥ 0, (8a)

Γ11 Γ12 P
T
BdK P

T
B1 C

T
+K

T
D
T

＊ Γ22 0 0 C
T
d

＊ ＊ Γ33 0 K
T
D
T
d

＊ ＊ ＊ -γ
2
I B

T
2

＊ ＊ ＊ ＊ -I

<0

(8b)

成立。其中:Γ11 =P
T
A1 +A

T
1P+Q1 +Q2 +R1 +

K
T
R2K;Γ12 =P

T
A2 , Γ22 =-(1-β1)Q1 , Γ33 =-(1-

β2)Q2。对所有的不确定性 F
T
(t)F(t)≤I成立 ,且

矩阵 P具有以下形式:

P=
P1 0

P2 P3
, (9)

其中:P1 ∈ R
r×r
, P2 ∈ R

(n-r)×r
, P3 ∈ R

(n-r)×(n-r)
,且

P1 >0, P3为可逆阵。则不确定性广义系统 (1)为

H∞保性能系统。且 u(t)=Kx(t)是系统(1)的一

个 H∞鲁棒保性能控制器 ,性能指标函数(5)存在上

确界:

J≤tr(P1)+∫
0

-d
1
(0)
φ
T
(s)Q1φ(s)ds+

∫
0

-d2(0)
φ
T
(s)Q2φ(s)ds+γ

2
ρ
2
=J

＊
,

其中 ρ=‖ω(t)‖ 2。

证明 　对于定义中的性质 1),不考虑干扰 ,即

ω(t)=0。由于(8b)成立 ,则:

Γ11 Γ12 P
T
BdK

＊ Γ22 0

＊ ＊ Γ33

<0 ,

由矩阵的 Schur补引理可得

P
T
A1 +A

T
1 P+

1
1 -β1

P
T
A2Q

-1
1 A

T
2P+

1
1 -β2

P
T
BdKQ

-1
2 K

T
B
T
dP+Q1 +

Q2 <-(R1 +K
T
R2K)<0

又由式(4)和(9)可得

E
T
P=P

T
E≥ 0。

进而由引理 2可知系统(7)稳定 、正则且无脉冲。

对于定义中的性质 2),构造如下的 Lyapunov函

数:

V(t)=x
T
1(t)P1x1(t)+∫

t

t-d
1
(t)
x
T
(s)Q1x(s)ds+

∫
t

t-d2(t)
x
T
(s)Q2x(s)ds, (10)

其中 x(t)=
x1(t)

x2(t)
, x1(t)∈ R

r
, x2(t)∈ R

n-r
。

则式(10)沿闭环系统(7)的导数为

V
·
(t)=2x

T
(t)P

T
Ex﹒(t)+x

T
(t)(Q1 +Q2)x(t)-

(1 -d
·

1(t))x
T
(t-d1(t))Q1x(t-d1(t))-

(1 -d
·

2(t))x
T
(t-d2(t))Q2x(t-d2(t))。

(11)

由式(2)可得

　V
·
(t)≤2x

T
(t)P

T
Ex﹒(t)+x

T
(t)(Q1 +Q2)x(t)-

(1 -β1)x
T
(t-d1(t))Q1x(t-d1(t))-

(1 -β2)x
T
(t-d2(t))Q2x(t-d2(t))。

(12)

将式(7)代入式(12),令

ξ
T
(t)=[ x

T
(t) x

T
(t-d1(t)) x

T
(t-d2(t) ω

T
(t)] ,得

V
·

(t)≤ξ
T
(t)

S P
T
A2 P

T
BdK P

T
B1

-(1 -β1)Q1 0 0

-(1 -β2)Q2 0

0

ξ(t),

(13)

其中 S=P
T
A1 +A

T
1 P+Q1 +Q2。不考虑干扰 ,即

ω(t)=0,由(8b)成立 ,则 V
·
(t)<0。在给定的零初

值条件下 ,对于给定的 γ>0,令

W =∫
∞

0
[ z
T
(t)z(t)-γ

2
ω
T
(t)ω(t)] dt。(14)

因为 x(0)=0,则 V(0)=0,则:

　W =∫
∞

0
[ z
T
(t)z(t)-γ

2
ω
T
(t)ω(t)+V

·

(t)] dt-

V(∞)≤∫
∞

0
[ z
T
(t)z(t)-γ

2
ω
T
(t)ω(t)+

V
·

(t)] dt。 (15)

将式(13)代入(15),则:

W≤∫
∞

0
ξ
T
(t)΢ξ(t)dt, (16)

其中:

΢=

΢11 ΢12 ΢13 ΢14

＊ ΢22 C
T
dDdK C

T
dB2

＊ ＊ ΢33 K
T
D
T
dB2

＊ ＊ ＊ ΢44

,

　　΢11 =P
T
A1 +A

T
1 P+Q1 +Q2 +

(C+DK)
T
(C+DK)

　　΢12 =P
T
A2 +(C+DK)

T
Cd,

　　΢13 =P
T
BdK+(C+DK)

T
DdK,

　　΢14 =P
T
B1 +(C+DK)

T
B2 ,
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　　΢22 =C
T
dCd-(1 -β1)Q1 ,

　　΢33 =K
T
D
T
dDdK-(1 -β2)Q2 ,

　　΢44 =B
T
2B2 -γ

2
I。

由 Schur补引理可知 ,式(8b)成立等价于 ΢<

0。所以由式(14)可得 ‖z(t)‖ 2 ≤γ‖ω(t)‖ 2。

对于定义中的性质 3),由式(8b)和式(13)并

运用 Schur补引理有:

∫
∞

0
V
·

(t)dt≤∫
∞

0
[ -x

T
(t)(R1 +K

T
R2K)x(t)] dt+

∫
∞

0
[ -z

T
(t)z(t)+γ

2
ω
T
(t)ω(t)] dt≤

∫
∞

0
[ -x

T
(t)(R1 +K

T
R2K)x(t)] dt+

γ
2
ρ
2
, (17)

其中:ρ=‖ω(t)‖ 2。又因为

∫
∞

0
V
·
(t)dt=V(∞)-V(0),

则

J=∫
∞

0
[ x
T
(t)R1x(t)+u

T
(t)R2u(t)] dt=

∫
∞

0
[ x
T
(t)(R1 +K

T
R2K)x(t)] dt<

V(0)-V(∞)+γ
2
ρ
2
<x

T
1(0)P1x1(0)+

∫
0

-d1(0)
φ
T
(s)Q1φ(s)ds+

∫
0

-d
2
(0)
φ
T
(s)Q2φ(s)ds+γ

2
ρ
2
。 (18)

由于上式得到的性能上界依赖于系统的初始状态

x(0),而在实际中难以精确地确定系统的初始状

态。可以假定 x(0)是一个满足 E[ x
T
(0)x(0)] =I

的零均值随机变量 ,通过考虑性能指标的期望值 ,得

J
～
=E[ J] ≤ E[ x

T
1(0)P1x1(0)+

∫
0

-d1(0)
φ
T
(s)Q1φ(s)ds+

∫
0

-d2(0)
φ
T
(s)Q2φ(s)ds+γ

2
ρ
2
] ≤

tr(P1)+∫
0

-d1(0)
φ
T
(s)Q1φ(s)ds+

∫
0

-d2(0)
φ
T
(s)Q2φ(s)ds+γ

2
ρ
2
。

综上 ,定理结论成立 。

定理 1给出了系统(1)的 H∞保性能鲁棒控制

器存在的一个充分条件 ,但由于式(8)中含有系统

的不确定参数矩阵 ,因此不能直接用于控制器的设

计 ,下面利用引理(3)将不确定性消去 。

定理 2　给定常数 γ>0,对于系统(1)和性能

指标函数(5),存在状态反馈控制器 K使得闭环系

统(7)是 H∞保性能系统当且仅当存在适当常数 ε

>0, V1 >0, V2 >0,具有适当维数的矩阵 Y和非奇

异矩阵 X∈ R
n×n
,使得对所有的不确定性 ,以下的不

等式成立:

E
T
X
-1
=(X

-1
)
T
E≥ 0, (19a)

Τ11 Τ12 BdY B1 X
T
C
T
+Y

T
D
T
εD1 X

T
E
T
1 X

T
Y
T

X
T

X
T

＊ Τ22 0 0 X
T
C
T
d 0 X

T
E
T
2 0 0 0 0

＊ ＊ Τ33 0 Y
T
D
T
d 0 0 0 0 0 0

＊ ＊ ＊ -γ
2
I B

T
2 0 0 0 0 0 0

＊ ＊ ＊ ＊ -I 0 0 0 0 0 0

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ -εI 0 0 0 0 0

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ -εI 0 0 0 0

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ -R
-1
1 0 0 0

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ -R
-1
2 0 0

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ -V1 0

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ -V2

<0。 (19b)

其中:

　　Τ11 =AX+X
T
A
T
+BY+Y

T
B
T
;

　　Τ12 =AdX+BdY;

　　Τ22 =-(1 -β1)X
T
V
-1
1 X;

　　Τ33 =-(1 -β2)X
T
V
-1
2 X;

X=
X1 0

X2 X3
, X1 ∈ R

r×r
, X2 ∈ R

(n-r)×r
, X3 ∈

R
(n-r)×(n-r)

且 X1 >0, X3为可逆阵。

则闭环系统的 H∞保性能控制器为

u(t)=YX
-1
x(t),
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相应的性能指标满足:

J≤tr(X
-1
1 )+∫

0

-d1(0)
φ
T
(s)V

-1
1 φ(s)ds+

∫
0

-d2(0)
φ
T
(s)V

-1
2 φ(s)ds+γ

2
ρ
2
=J

＊

证明 　不等式(8b)等价于

　

Τ P
T
(Ad+BdK) P

T
BdK P

T
B1 C

T
+K
T
D
T

＊ -(1 -β1)Q1 0 0 C
T
d

＊ ＊ -(1 -β2)Q2 0 K
T
D
T
d

＊ ＊ ＊ -γ
2
I B

T
2

＊ ＊ ＊ ＊ -I

+

　　

P
T
D1

0

0

0

0

F[ E1 E2 0 0 0] +[ E1 E2 0 0 0 ]
T
×

　　F
T

P
T
D1

0

0

0

0

T

<0 , (20)

其中 Τ=P
T
(A+BK)+(A+BK)

T
P+Q1 +Q2 +

R1 +K
T
R2K。

应用引理 (3)以及矩阵的 Schur补定理 , 式

(20)对所有的不确定性成立当且仅当存在标量

ε>0, 使得

Τ P
T
(Ad+BdK) P

T
BdK P

T
B1 C

T
+K
T
D
T
εP
T
D1 E

T
1

＊ -(1 -β1)Q1 0 0 C
T
d 0 E

T
2

＊ ＊ -(1 -β2)Q2 0 K
T
D
T
d 0 0

＊ ＊ ＊ -γ
2
I B

T
2 0 0

＊ ＊ ＊ ＊ -I 0 0

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ -εI 0

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ -εI

(21)

成立。为从式(21)解出控制器 K,令

T=diag{P
-1
, P

-1
, P
-1
, I, I, I, I}

对式(21)进行合同变换 ,左乘 T
T
,右乘 T,记 X=

P
-1
, Y=KP

-1
, V1 =Q

-1
1 , V2 =Q

-1
2 经计算 ,整理 ,由

矩阵的 Schur补定理 , 即可证得式 (19b)。又由式

(8a)显然有式(19a)成立。证毕 。

在实际应用中 ,解如下的凸优化问题可获得闭

环系统(7)的最小性能指标上界为

min　tr(S)+tr(M1)+tr(M2)

s.t.

-S I

I -X1
<0, Inequality(19b),

-M1 N
T
1

＊ -V1
<0,

-M2 N
T
2

＊ -V2
<0。

(22)

其中:∫
0

-d1(0)
φ(s)φ

T
(s)ds=N1N

T
1;

∫
0

-d2(0)
φ(s)φ

T
(s)ds=N2N

T
2。

因为

∫
0

-d1(0)
φ
T
(s)V

-1
1 φ(s)ds=

∫
0

-d
1
(0)
tr(φ

T
(s)V

-1
1 φ(s))ds=tr(N

T
1 V

-1
1 N1),

而由优化问题 (22)可得 N
T
1 V

-1
1 N1 <M1 , 所以

∫
0

-d1(0)
φ
T
(s)V

-1
1 φ(s)ds<tr(M1);同理 , ∫

0

-d2(0)
φ
T
(s)V

-1
2

φ(s)ds<tr(M2)再由式(22)可知 X
-1
1 <S,所以

tr(X
-1
1 )<tr(S)。因此 , 可以通过使得 tr(S),

tr(M1), tr(M2)的最小化来保证闭环系统(7)的最

小性能指标上界的最小化。

问题(22)是一个具有线性矩阵不等式约束的

凸优化问题 ,因此它的全局最优解便给出了使得性

能指标 J最小化的最小系统性能上界 J
＊
。根据以上

得到的 H∞保性能控制器存在的条件 ,我们可以按

照如下步骤进行最优 H∞保性能状态反馈控制器的

设计:

a)应用 Matlab软件中有关 LMI工具箱中的

mincx命令求出满足 (22)的 (ε
～
, S
～
, M
～

1 , M
～

2 , Y
～
,

X
～
)。

b)求出最优 H∞保性能状态反馈控制器

u(t)=K
～
x(t)=Y

～
(X
～
)
-1
x(t)

c)求出相应的 H∞可保性能指标

J
＊
=tr(S

～
)+tr(M

～
1)+tr(M

～
2)

对系统(1)和性能指标(5),令 α=γ
2
,如果以

下优化问题

　 min
ε, X, Y, V1 , V2 , α

α

s.t.Inequality(19b)
(23)

有解(ε, X, α),则可得到闭环系统(7)在符合保性

能控制的条件下 ,系统的 H∞性能有最小值 γ= a。

对系统(1)和性能指标(5),性能指标的最优上

界 J
＊
与 H∞性能 γ相互制约 , γ随 J

＊
的增加而降低 ,

系统的抗干扰能力增强 。反之亦然 。
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4　数值例子

为了阐明上述结果的有效性 , 对于系统(1)～

(3),取参数值如下:

A=
1.6 0.7

-1 2
, Ad =

-1 0

1 -1
, B=

2

1
,

Bd =
0.4

0.3
, B1 =

0.1

0.2
, D1 =

1

0
,

E1 =[ 0.5 0.8] , E2 =[ 0.2 0.3] ,

C =[ 1 0.2] , Cd =[ -2 0.3] ,

D =[ 3] , Dd =[ 0.4] , B2 =[ 0.3] ,

R1 =I2 , R2 =[ 1] 。

取时滞为:d1(t)=3 +0.2cost, d2(t)=4 +

0.3sin2t,则可取式(2)中的 β1 =0.2, β2 =0.4,初

始条件设为

φ(t)=
e
0.5t

-e
0.5t
, t∈ (-∞, 0] ,则

∫
0

-d1(0)
φ(s)φ

T
(s)ds=N1N

T
1 ,

∫
0

-d
2
(0)
φ(s)φ

T
(s)ds=N2N

T
2 ,

式中:N1 =
0.979 4

-0.979 4
, N2 =

0.990 8

-0.990 8
。

令 ω(t)是单位平方可积的扰动 ,取 γ=0.9,建

立优化问题(22),运用 Matlab中的 LMI工具箱求解

器 mincx,可以求得优化问题(22)的 H∞最优保性

能控制器:

u(t)=YX
-1
x(t)=[ -2.734 6 -1.302 2] x(t)

相应的闭环系统的最优性能指标为

J
＊
=24.382 6。

解相应的优化问题(23)可得最小的 H∞性能:

γ
＊
=0.468 2,

此时最优保性能值为:J
＊
=1.735 1 ×10

5
。

保性能的最优上界 J
＊
与 H∞性能 γ的关系如图

1所示 ,可知系统性能指标的最优上界与系统抗干

扰能力是相互抑制的 。

5　结 　语

本文针对一类不确定时滞广义系统 ,在考虑给

定的 H∞性能 γ的同时 ,结合了保性能控制思想 ,基

于状态观测器研究其 H∞保性能控制问题 。并采用

LMI方法 ,设计出了状态反馈H∞最优保性能鲁棒控

制器 。所设计的控制器能使闭环广义系统稳定 、正

则 、无脉冲 ,且具有给定的 H∞性能 γ和某一个性能

指标上确界。数值例子说明了本文方法的有效性 。本

文所给出的控制器既满足 H∞控制的要求 ,又保证

了性能指标尽可能的小 。因此 ,与一般文献给出的控

制器相比更具有实际意义。
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