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摘 要 通过陈述积分中值定理及其推广定理的基本内容，分别归纳和对应给出了定理和推广形式的几个相关应

用例题．
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１ 引言

积分中值定理可以理解为有限个数的算术平均

值的推广，包含积分第一中值定理和积分第二中值

定理两个定理．定理揭示了一种将积分化为函数值，
或者是将复杂函数的积分化为简单函数的积分的方

法，是高等数学的基本定理和重要手段．在求极限、
判定某些性质、估计积分值等方面应用广泛［１－５］ ．也
有一些推广型的积分中值定理，主要是针对拉格朗

日型和柯西型积分中值定理方面推广［６，７］，本文主

要是针对积分第一中值定理和积分第二中值定理及

其推广定理等方面介绍相关的几个应用：
（１） 定理应用

积分中值定理在应用中所起到的重要作用是可

以使积分号去掉，或者使复杂的被积函数化为相对

简单的被积函数，从而使问题简化．
（２） 求极限

在一些含有定积分式的函数极限的计算中， 常

常可以运用积分中值定理简化或转化问题．
（３） 不等式证明

在不等式中含有两个以上积分的不等式时，根
据被积函数所满足的条件，灵活运用积分中值定理，
以达到证明不等式成立的目的．

２ 定理

定理 ２． １（积分第一中值定理）
若 ｆ 在［ａ，ｂ］上连续，则至少存在一点 ξ∈［ａ，

ｂ］，使得

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ（ξ）（ｂ － ａ）

  实际上将上述闭区间条件［ａ，ｂ］改为（ａ，ｂ）定
理亦成立［８］．

推论 ２． １（开区间形式的积分第一中值定理）
若 ｆ 在［ａ，ｂ］上连续，则至少存在一点 ξ∈（ａ，

ｂ），使得

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ（ξ）（ｂ － ａ）

成立．
定理 ２． ２（推广的积分第一中值定理） ［２］若 ｆ 与

ｇ 在［ａ，ｂ］上连续，且 ｇ 在［ａ，ｂ］上不变号，则至少

存在一点 ξ∈［ａ，ｂ］， 使得
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∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ（ξ）∫ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ

  定理 ２． ３（积分第二中值定理） ［２］若 ｆ 在［ａ，ｂ］
上可积．

（１） 若函数 ｇ 在［ａ，ｂ］上单调递减，且 ｇ（ｘ）≥
０，则至少存在一点 ξ∈［ａ，ｂ］，使得

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ ＝ ｇ（ａ）∫ξ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

  （２） 若函数 ｇ 在［ａ，ｂ］上单调递增，且 ｇ（ｘ）≥
０，则至少存在一点 η∈［ａ，ｂ］，使得

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ ＝ ｇ（ｂ）∫ｂ

η
ｆ（ｘ）ｄｘ

  积分中值定理还可以推广到曲线积分和曲面积

分，会形成相应的第一类、第二类曲线积分中值定理

和第一类、第二类曲面积分中值定理．限于篇幅，这
里只介绍第一类曲面积分中值定理．

定理 ２． ４ （第一类曲面积分中值定理） ［９］ 设

Ｒ１（ｘ，ｙ，ｚ），Ｒ２（ｘ，ｙ，ｚ） 在光滑曲面∑：ｚ ＝ ｚ（ｘ，ｙ），

（ｘ，ｙ） ∈Ｄ上连续．并且 Ｒ２（ｘ，ｙ，ｚ）在∑上不变号，

则至少存在一点（ξ，η，ζ） ∈∑，使得

∬∑Ｒ１（ｘ，ｙ，ｚ）·Ｒ２（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＳ ＝

Ｒ１（ξ，η，ζ）∬∑ｄＳ ＝ Ｒ１（ξ，η，ζ）·Ｓ

  特别的当 Ｒ２（ｘ，ｙ，ｚ）＝ １时，上式变为

∬∑Ｒ１（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＳ ＝ Ｒ１（ξ，η，ζ）∬∑ｄＳ ＝ Ｒ１（ξ，η，ζ）·Ｓ

其中 Ｓ 是光滑曲面∑ 的面积大小．

３ 例题

例题 ３． １（２０００ 年研究生入学考试试题） ［１］设
函数 ｆ（ｘ）在［０，π］上连续，且

∫π
０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ０，∫π

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓｘｄｘ ＝ ０

试证在（０，π）内至少存在两个不同的点 ξ１，ξ２ 使得

ｆ（ξ１）＝ ｆ（ξ２）＝ ０

证明 由已知条件 ∫π
０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ０，积分中值定

理及推论 ２． １知必有

∫π
０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ（ξ１）（π － ０） ＝ ０，ξ１ ∈ （０，π）

则有 ｆ（ξ１） ＝ ０
若在（０，π） 内， ｆ（ｘ） ＝ ０仅有一个根 ｘ ＝ ξ１， 由

∫π
０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ０知 ｆ（ｘ） 在（０，ξ１），（ξ１，π） 内异号，不

妨设在（０，ξ１） 内 ｆ（ｘ） ＞ ０，在（ξ１，π） 内 ｆ（ｘ） ＜ ０，
由

∫π
０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ０，∫π

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓｘｄｘ ＝ ０

以及 ｃｏｓｘ 在（０，π）内单减，可知：

０ ＝ ∫π
０
ｆ（ｘ）（ｃｏｓｘ － ｃｏｓξ１）ｄｘ ＝

∫ξ１
０
ｆ（ｘ）（ｃｏｓｘ － ｃｏｓξ１）ｄｘ ＋

∫π
ξ１
ｆ（ｘ）（ｃｏｓｘ － ｃｏｓξ１）ｄｘ ＞ ０

由此得出矛盾．
故 ｆ（ｘ）＝ ０至少还有另外一个实根 ξ２，ξ１≠ξ２，

且 ξ２∈（０，π）使得

ｆ（ξ１） ＝ ｆ（ξ２） ＝ ０
  例题 ３． ２ 设函数 ｆ（ｘ）在［０，π］上连续，证明：

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

π

０
ｆ（ｘ） ｜ ｓｉｎｎｘ ｜ ｄｘ ＝ ２

π ∫
π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

  证明： ｜ ｓｉｎｘ ｜的周期是 π，所以 ｜ ｓｉｎｎｘ ｜的周期

是
π
ｎ
．

则

∫π
０
ｆ（ｘ） ｜ ｓｉｎｎｘ ｜ ｄｘ ＝ ∫π ／ ｎ

０
ｆ（ｘ） ｜ ｓｉｎｎｘ ｜ ｄｘ ＋

∫２π ／ ｎ
π ／ ｎ

ｆ（ｘ） ｜ ｓｉｎｎｘ ｜ ｄｘ ＋ … ＋

∫ｎπ ／ ｎ
（ｎ－１）π ／ ｎ

ｆ（ｘ） ｜ ｓｉｎｎｘ ｜ ｄｘ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
∫ｉπ ／ ｎ
（ ｉ －１）π ／ ｎ

ｆ（ｘ） ｜ ｓｉｎｎｘ ｜ ｄｘ

  根据定理 ２． １及推论 ２． １知：

∑
ｎ

ｉ ＝ １
∫ｉπ ／ ｎ
（ ｉ －１）π ／ ｎ

ｆ（ｘ） ｜ ｓｉｎｎｘ ｜ ｄｘ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξｉ）∫ｉπ ／ ｎ

（ ｉ －１）π ／ ｎ
｜ ｓｉｎｎｘ ｜ ｄｘ，ξｉ ∈ （（ ｉ － １）

π
ｎ
，ｉπ
ｎ
）

  由周期函数积分性质知：

∫ｉπ ／ ｎ
（ ｉ －１）π ／ ｎ

ｓｉｎｎｘ ｜ ｄｘ ＝ １
ｎ ∫

ｉπ ／ ｎ

（ ｉ －１）π ／ ｎ
ｓｉｎｎｘ ｜ ｄ（ｎｘ） ＝

１
ｎ ∫

ｉπ

（ ｉ －１）π
ｓｉｎｔ ｄｔ ＝ ２

ｎ
则

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξｉ）∫ｉπ ／ ｎ

（ ｉ －１）π ／ ｎ
ｓｉｎｎｘ ｄｘ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξｉ）

２
ｎ
，  ξｉ ∈ （（ ｉ － １）π ／ ｎ，ｉπ ／ ｎ）

８７
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  两边取极限及根据定积分定义有：

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

π

０
ｆ（ｘ） ｜ ｓｉｎｎｘ ｜ ｄｘ ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞

２
π∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξｉ）

π
ｎ

＝ ２
π ∫

π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

  例题 ３． ３ 设函数 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上不恒为零，且
其导数连续及 ｆ（ａ）＝ ０，证明：存在 ξ∈（ａ，ｂ）使得

｜ ｆ ′（ξ） ｜ ＞ １
（ｂ － ａ） ２∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

  证明：

当 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＜ ０时，对任意的 ｘ∈ （ａ，ｂ） 有

｜ ｆ ′（ξ） ｜ ＞ １
（ｂ － ａ） ２∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

  当 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ０ 时，必有点 ｘ０ ∈ （ａ，ｂ），使得

ｆ ′（ｘ０） ≠ ０（实际上如果 ｆ ′（ｘ０） ≡０，ｘ∈（ａ，ｂ），则
ｆ（ｘ） ≡Ｃ，ｘ∈（ａ，ｂ），如此得到 ｆ（ｘ）≡０，ｘ∈（ａ，ｂ），这
与题设矛盾，于是此时可取 ξ ＝ ｘ０．

当∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＞ ０时，由

１
ｂ － ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ（ξ１），ξ１ ∈ （ａ，ｂ）

ｆ（ξ１） ＝ ｆ（ξ１） － ｆ（ａ） ＝ ｆ ′（ξ２）（ξ１ － ａ），
ξ２ ∈ （ａ，ξ１） ⊂ （ａ，ｂ）

  知

ｆ ′（ξ２） ＝
１

（ｂ － ａ）（ξ１ － ａ）∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＞

１
（ｂ － ａ） ２∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

  由此可知，此时可取 ξ＝ ξ２，有

ｆ ′（ξ） ＞ １
（ｂ － ａ） ２∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

  例题 ３． ４（连续型随机变量的条件分布）
设二维连续随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数为

ｐ（ｘ，ｙ），边际密度函数为 ｐＸ（ｘ），ｐＹ（ｙ） ．在离散随机

变量场合，其条件分布函数为 Ｐ（Ｘ≤ｘ ｜Ｙ＝ｙ）．但是，因
为连续随机变量取某个值的概率为零，即 Ｐ（Ｙ＝ｙ）＝ ０，
所以无法用条件概率公式直接计算 Ｐ（Ｘ≤ｘ ｜ Ｙ ＝ ｙ），
一个很自然的想法就是：将 Ｐ（Ｘ≤ｘ ｜Ｙ＝ｙ）看成是 ｈ→０
时 Ｐ（Ｘ≤ｘ ｜ｙ＜Ｙ≤ｙ＋ｈ）的极限，即：
Ｐ（Ｘ≤ ｘ ｜ Ｙ ＝ ｙ） ＝ ｌｉｍ

ｈ→０
Ｐ（Ｘ≤ ｘ ｜ ｙ ＜ Ｙ≤ ｙ ＝ ｈ） ＝

ｌｉｍ
ｈ→０

Ｐ（Ｘ≤ ｘ，ｙ ＜ Ｙ≤ ｙ ＝ ｈ）
Ｐ（ｙ ＜ Ｙ≤ ｙ ＋ ｈ）

＝

ｌｉｍ
ｈ→０

∫ｘ
－∞
∫ｙ＋ｈ
ｙ

ｐ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ

∫ｙ＋ｈ
ｙ

ｐＹ（ｖ）ｄｖ
＝

ｌｉｍ
ｈ→０

∫ｘ
－∞

１
ｈ ∫

ｙ＋ｈ

ｙ
ｐ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ

１
ｈ ∫

ｙ＋ｈ

ｙ
ｐＹ（ｖ）ｄｖ

  当 ｐ（ｘ，ｙ）和 ｐＹ（ｙ）在 ｙ 处连续时，由积分中值

定理可得：

ｌｉｍ
ｈ→０

１
ｈ ∫

ｙ＋ｈ

ｙ
ｐ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ ＝ ｐ（ｕ，ｙ）

ｌｉｍ
ｈ→０

１
ｈ ∫

ｙ＋ｈ

ｙ
ｐＹ（ｖ）ｄｖ ＝ ｐＹ（ｙ）

  所以

Ｐ（Ｘ≤ ｘ ｜ Ｙ ＝ ｙ） ＝ ∫ｘ
－∞

ｐ（ｕ，ｙ）
ｐＹ（ｙ）

ｄｕ

４ 结论

本文主要陈述了积分中值定理，积分第一中值

定理，积分第二中值定理及其推广形式的定理的基

本内容，并分别给出了几个考研的经典例题和问题

的解答过程，然后再介绍了概率论中连续型随机变

量的条件分布公式的推导过程，最后又介绍了第一

类和第二类的曲线积分与曲面积分的应用推广．
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